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摘要:针对空间高速目标抓取任务中对手臂伸出定位基本动作的要求,提出一种4飊DOF串并混联

仿人机械臂。重点设计了以球面并联机构为机构原型的高承载力肩关节以及轻量化的驱动装置与低惯

量的布置形式。考虑混联的结构特点,利用李群李代数法并结合虚功原理推导了机械臂的动力学方程,
该方法可避免约束反力的处理与逻辑开链的划分以及大量的微分运算。在此基础上,针对混联结构的

强非线性和强耦合性,使用滑模控制器对机械臂进行轨迹跟踪控制,验证了所提滑模控制器的有效性。
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0暋引言

仿人机器人具有效仿人类的运动机理以及感

知协调、思维决策等方面的能力,其应用需求已从

传统的工业延伸至航天、军事、医疗等领域。仿人

机器人研究的最终目标之一是辅助或替代人类完

成诸如外科手术、太空作业、日常服务等复杂、精
密、繁重的操作任务。目前,具有代表性的研究成

果可大致分为三类[1飊3]:ASIMO、HUBO、汇童等

仿人机器人,研究重点在于行走能力,臂部操作是

辅助研究;HRP飊2、Justin等仿人机器人实现了多

传感器配合下的臂部基本操作;Cog、DAV 等仿

人机器人实现了具有自主思维与学习能力的臂部

协调操作。上述仿人机器人臂部均为串联结构,
执行的操作对机械臂运动精度、速度以及承载能

力要求不高。然而,当操作任务具有快速、大负

载、高精度等特点时,机械臂的性能则显得十分重

要。串联结构具有较大的工作空间,但自由度的

增加往往造成关节承载能力的下降和位置累积误

差的增大。并联机构具有刚度高、速度快、精度好

等优点,但工作空间上难以满足操作要求。相比

之下,混联结构可以兼容串并联结构的特点[4],更
适应仿人机械臂操作能力方面的要求。现有典型

混联仿人机械臂主要有清华大学刘辛军等[5]提出

的7飊DOF仿人机械臂,燕山大学金振林等[6]设计

的6飊DOF仿 人 机 械 臂,以 及 上 海 交 通 大 学

SJTU飊HR1仿人机器人的臂部[7],研究的侧重点

多集中于机构综合与位置分析,动力学分析与控

制研究较少[8]。
与串联或并联机械臂不同,串并混联仿人机

械臂传动链的结构复杂,具有强耦合性,给其动力

学和运动学的分析建模以及轨迹跟踪控制带来很

大困难。基于计算力矩的前馈控制方法是实时性

较强的一种基本控制方法,但因其鲁棒性不强,往
往在存在扰动的情况下难以对机械臂进行有效的

控制。而滑模变结构控制作为常用的鲁棒控制方
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法,对系统的内部及外部扰动均具有很强的鲁棒

性,这对于机械臂的控制非常有利,它可以削弱由

于随机干扰或负载变化对系统控制性能的影响。
所以,机器人控制是近年来滑模变结构控制理论

的主要应用环境之一。文献[9]根据控制任务的

要求采用基于滑模的控制方法完成了机器人的跟

踪任务。文献[10]针对轮式移动机器人的输出跟

踪问题,设计了输出跟踪的动态滑模控制器,仿真

结果验证了该控制器的良好性能。然而,以上研

究只针对串联或并联机械臂,对于串并混联机械

臂轨迹跟踪控制的研究较少。
本文针对空间高速目标抓取任务中对手臂伸

出定位基本动作的要求,提出一种4飊DOF混联仿

人机械臂。为解决混联仿人机械臂拓扑结构复

杂、动力学求解与控制比较困难的问题,利用虚功

原理结合李群李代数的相关运算公式,建立了形

式简洁、便于工程实现的动力学方程,针对动力学

方程的强非线性的特点,使用滑模控制器对其动

力学进行了轨迹跟踪控制的仿真和分析,为混联

仿人机械臂的动力学分析与控制提供了新方法。

1暋机构描述

1.1暋结构布局说明

人类手臂具有高度的灵活性与冗余性。对于

手臂自由度的分布,Mark[11]认为肩部3个自由

度、肘部1个自由度、腕部3个自由度,这是目前

仿人手臂采用较多的构型。神经生理学研究结论

表明臂部与手部姿态相互独立,腕部位置是由肩、
肘两关节确定的[12]。因此,对于高速目标抓取任

务中手臂伸出定位基本动作的研究,重点是肩、肘
部的设计。故而选择本文所提混联仿人机械臂的

自由度布局为:肩部3个自由度,肘部1个自由

度,暂不涉及腕关节。
肩部为典型的球窝关节,需承载悬臂的自重

及外部负载,是手臂中最灵活且受力最大的部位。
而球形关节在构件结构与驱动方式的实现上都比

较复杂,多以串联形式将3个自由度分开实现,关
节负载能力非常有限。观察人类肩部结构,肩部

内收/外展的运动范围最大,直接限制臂部的工作

空间。而承载最大的是与重力指向相同的伸/屈

方向运动。
基于以上生理结构、承载能力与工作空间的

综合分析,选择该机械臂传动链结构为:以转动副

实现肩部内收/外展(即偏航方向)运动,以一种5
个转动副构成的2飊DOF球面并联机构(以下简称

5R2飊DOFSPM)实现伸/屈 (即俯 仰 方 向)和

内/外旋(即横滚方向)两个方向的运动,肘部采用

一转动低副,肩部、大臂、肘部、小臂串接。图1是

该机械臂的Solidworks装配图。5R2飊DOFSPM
的装配图见图2。5R2飊DOFSPM 包含2个主动

杆、2个从动杆和5个转动副。如图2所示,该机

构各转动副轴线相交于机构转动中心o2 且每条

运动支链上相邻转动副轴线两两垂直。整个机构

由两条运动支链构成,支链1(简称 D1)为 Rs1曻
L1曻Rs3曻L3曻Rs4曻L4,支链2(简称D2)为Rs2曻
L2曻Rs5。

1.肩部驱动装置1暋2.基座暋3.机架及驱动装置连接件

4.上下离合器暋5.肩部驱动装置2暋6.肩部固件暋7.5R2飊

DOFSPM暋8.大臂暋9.肘部驱动装置暋10.肘部暋11.小臂

图1暋机械臂整体装配图

图2暋5R2飊DOFSPM机构装配图

肩部驱动装置1驱动与基座连接的转动副,
控制肩部在偏航(yaw)方向的转动;肩部驱动装

置2经由上下离合器及齿轮啮合通过转动副 Rs1

和Rs2分别驱动主动杆L1 和L2,通过支链1实现

L4 的横滚 (roll)运动,支链 2 实现 L2 的俯仰

(pitch)运动。大臂连接件穿过与 L2 固连的 Rs5

与L4 固接,从而将5R2飊DOFSPM 输出的俯仰

和横滚两方向的旋转运动传递给大臂;小臂经由

肘部转动副与大臂相串联,由肘部驱动装置控制

实现俯仰方向的运动。
该混联仿人机械臂在设计上有以下几个优

点:栙并联结构使累计误差更小,精度更高;栚两

组驱动装置经由并联结构共同承载悬臂及末端负

载,使肩部承载能力提高;栛肩部驱动装置放置于

肩部固件上,减小了运动构件的质量和驱动装置

的自重载荷;栜肘部驱动装置内嵌于中空的大臂

中,避免置于杆件外部,从而降低了运动惯性,提
高了机械臂的动态特性;栞5R2飊DOFSPM 为正
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交并联机构,加工精度更高。

1.2暋坐标系建立及位置分析

设系统的广义坐标为q=(q1,q2,q3,q4)T,各
关节坐标系设置如图3所示。系{0}飊o0x0y0z0 为

基坐标系,系{2}飊o2x2y2z2 为5R2飊DOFSPM固

定坐标系,系{3}飊o3x3y3z3 为5R2飊DOFSPM随

动坐标系,系{4}飊o4x4y4z4 为肘关节坐标系,系
{5}飊o5x5y5z5 为末端坐标系。系{2}与系{3}原点

重合于5R2飊DOFSPM的转动中心,z3 与Rs5 轴线

重合,x3 与Rs4 轴线重合,从而,5R2飊DOFSPM俯

仰方向的输出是z3 正向与y2 负向的夹角,横滚方

向的输出是x3 正向与x2 负向的夹角。

图3暋 机械臂坐标系示意图

暋暋 设单位矢量e与 Rs3 轴线重合,根据5R2飊
DOFSPM 各传动链中相邻转动副轴线垂直的特

点,容易得到几何关系:x3=e暳z3,y3=z3暳x3。
从而求得系{3}的坐标轴单位矢量x3、y3、z3 在系

{2}中的表达式:
x3 = [c2c3/k -s2s3/k c2s3/k]

y3 = [-s3/k -s2c2c3/k c2
2c3/k]

z3 = [0 -c2 -s2

ü

þ

ý

ïï

ïï]

(1)

式中,k= c2
2 +s2

3s2
2 ,si =sinqi,ci =cosqi。

从而,可以得到系{3}到系{2}的变换矩阵

A3=[x3 y3 z3]。使用D飊H法可求得系{1}到系

{0}的变换矩阵A1,系{2}到系{1}的变换矩阵

A2,系{4}到系{3}的变换矩阵A4,末端到系{4}
的变换矩阵A5,计算T=A1A2A3A4A5,可得末端

坐标系到基系的变换矩阵与正运动学模型的解析

解。同理可求得各关节位置在基系中的解析解。

2暋 动力学分析及建模

混联仿人机械臂动力学分析的难点是闭环与

被动关节的处理,目前主要的处理方法是,利用符

号推导等方式将混联传动链的闭环切开等效为串

联结 构[13]。传 统 动 力 学 建 模 方 法 主 要 有 La灢
grange法与 Newton飊Euler法,前者形式简单,但
需大量微分运算,计算复杂度为O(N4);后者计

算复杂度为O(N),但被动关节导致未知运动学

参数的存在,令推导过程复杂。李群李代数法由

于其物理意义明确、表达形式简洁而被应用于多

体系统的分析中,以往的应用主要是利用伴随映

射改进开链递推公式[14],以及利用驱动螺旋理论

对并联机构建模[15]。本文的应用重点在于处理

混联传动链中的被动关节,得到简洁的动力学解

析解。求解思路如下:利用螺旋理论的结论公式

将被动关节的运动学参数表示为驱动关节相关参

数的组合,并应用李代数伴随算子和对偶伴随算

子实现其不同坐标系中的变换,整理出连杆质心

速度螺旋系数的计算式;然后应用 Klein内积使

开链和闭链中的连杆具有统一形式的动力学表达

式;最后利用虚功理论推导出只包含连杆力螺旋

与质心速度螺旋的表达式,从而得到计算复杂度

低的动力学解析解。具体计算方法如下。
写出 图 3 所 示 基 座、肘 关 节 转 动 副 螺 旋

$i(i=1,4)以及5R2飊DOFSPM 各转动副螺旋

$Rsj
(j=1,2,…,5)的Pl湽cker坐标:

$1=[0 0 1 0]

$4=[0 0 1 0]

$Rs2=[-1 0 0 0]

$Rs3=[-s3 0 c3 0]

$Rs4=[0 -c2 -s2 0]

$Rs5=[c2c3/k -s2s3/k c2s3/k 0

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï]

(2)

设氊Rsj
(j=1,2,…,5)为转动副 Rsj(j=1,2,

…,5)的角速度,利用开环速度螺旋递推公式[16]
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可分别列出并联机构输出速度VL4在支链 D1 及

D2 中的表达式,整理后可得关于氊Rsj
的非齐次线

性方程组:

-s3 0 c3c2/k
0 c2 -s3s2/k
c3 s2 s3c2/

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
úk

氊Rs3

氊Rs4

氊R

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

s5

=

-q
·
2

q
·
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0

(3)

求解上式,便可得到用广义关节速度的线性

组合表示的被动关节角速度:
氊Rsj

=毩2
Rsjq

·
2+毩3

Rsjq
·
3 (4)

式中,毩(i)
Rsj

(i=2,3)为由式(3)解得的系数。

基于式(4)进一步可得并联机构各连杆速度

螺旋VLn:

VLn=$2
Lnq

·
2+$3

Lnq
·
3 (5)

$(i)
Ln=暺$Rsj

·毩(i)
Rsj

进一步推导可得基系螺旋系数$*0与刚体坐

标系螺旋系数$* 的关系式:
$*0=[RP($* )煄PRP($* )+RD($* )]T (6)

式中,R为$* 所在刚体坐标系到基坐标系的旋转变换矩

阵;煄P为P 的反对称矩阵;P为所在刚体坐标系的原点到

基坐标系中的位置矢量;P(·)为螺旋主部,D(·)为螺旋

对偶部。

以及连杆殼的质心速度螺旋系数$殼cm* 与其开环

速度螺旋系数$*0之间的关系式:
$殼cm* =[P($*0)P($*0)暳r殼cm+D($*0)]T (7)

式中,r殼cm为连杆质心位矢在基系中的表达。

利用式(5)~式(7)可得各杆件质心速度螺旋

在基系中的表达:
Vscm=$scm1q

·
1

Vuacm=$uacm1q
·
1+$2

uacmL4q
·
2+$3

uacmL4q
·
3

Vfacm=$facm1q
·
1+$2

facmL4q
·
2+$3

facmL4q
·
3+$facm4q

·
4

VLncm=$scmlLnq
·
1+$2

cmLnq
·
2+$3

cmLnq
·

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

3

(8)

式中,Vscm为肩部整体的速度螺旋;Vuacm 为大臂的速度螺

旋;Vfacm为小臂的速度螺旋;VLncm(n=1,2,3,4)为并联机

构各连杆的速度螺旋。

刚体受到的力螺旋[16]对刚体做的功可由李

代数的 Klein内积计算得出,则系统总功W 的表

达式为

W=KL(Vscm,Fs)+KL(Vuacm,Fua)+KL(Vfacm,Ffa)+

KL(VL1cm,FL1)+KL(VL2cm,FL2)+

KL(VL3cm,FL3)+KL(VL4cm,FL4)+

氂1q
·
1+氂2q

·
2+氂3q

·
3+氂4q

·
4 (9)

式中,氂i 为关节驱动力矩;Fs 为肩部整体受到的力螺旋;

Fua为大臂受到的力螺旋;Ffa为小臂受到的力螺旋;FLi

(i=1,2,3,4)为并联机构各连杆受到的力螺旋;KL(·)

表示 Klein内积运算。

假设机构处于平衡状态时驱动关节速度为

0,根据虚功定理可得系统动力学方程:

[KL($scm1,Fs)+KL($uacm1,Fua)+KL($facm1,Ffa)+

暋KL($scmL1,FL1)+KL($scmL2,FL2)+KL($3
scmL3,FL3)+

暋KL($scmL4,FL4)+氂1]q
·
1+[KL($2

uacmL4,Fua)+

暋KL($2
facmL4,Ffa)+KL($2

cmL1,FL1)+

暋KL($2
cmL2,FL2)+KL($2

cmL3,FL3)+

暋KL($2
cmL4,FL4)+氂2]q

·
2+[KL($3

uacmL4,Fua)+

暋KL($3
facmL4,Ffa)+KL($3

cmL1,FL1)+KL($3
cmL2,FL2)+

暋KL($3
cmL3,FL3)+KL($3

cmL4,FL4)+氂3]q
·
+

暋[KL($facm4,Ffa)+氂4]q
·
4

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï=0

(10)

进而可得驱动力矩表达式,写为矩阵形式为

T=M(q)q暓+H(q,q
·)+G(q) (11)

其中,T=[氂1 氂2 氂3 氂4]T,M(q)暿R4暳4为惯性

矩阵,C(q,q
·)暿R4暳4 为 离 心 力/哥 氏 力 矩 阵,

G(q)暿R4为重力载荷向量。

3暋控制器设计

由于该混联仿人机械臂具有串并混联的结构

特点,其动力学模型具有很强的非线性,当使用常

规的PD或PID进行关节空间轨迹跟踪控制时,
很难达到控制任务的要求,为此,设计滑模控制

器。具体分析与设计如下。
变换系统动力学模型式(11),可得

q暓=M-1(q)[T-H(q,q
·)q

·
-G(q)] (12)

若考虑系统的扰动则系统的动力学模型可

写为

q暓=M-1(q)[T-H(q,q
·)q

·
-G(q)-d(q,q

·,t)](13)

式中,d(q,q
·,t)为系统总扰动。

定义系统的跟踪误差为

e=qd-q (14)

e暓=q暓d-q暓 (15)

式中,qd 和q分别为系统期望和实际的关节位置矢量。

选取滑模面如下:

s=KPe+KI曇t
0e(t)dt+KD

de
dt

(16)

式中,KP暿R4暳4为正定比例增益矩阵;KI暿R4暳4为正定积

分增益矩阵;KD暿R4暳4为正定微分增益矩阵。

对式(16)求导并将式(12)和式(13)代入得

s
·
=KPe

·
+KIe+KDq暓d+KDM-1(q)[H(q,q

·)q
·
+G(q)-T]

(17)

令s
·
=0可以求出系统的等效控制律为

Teq=M(q)K-1
D [KPe

·
+KIe]+M(q)q暓d+H(q,q

·)q+G(q)

(18)

为抑制控制器输出抖动,使用饱和函数作为

趋近率,则切换控制律设计为

Ts=Krsat(s/ki) (19)
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式中,Kr 为正定对角矩阵;ki 为正常数;sat(·)为饱和函数。

则系统的控制律为

T=Teq+Ts (20)

取李雅普诺夫函数为

V(t)=1
2sTs (21)

对V(t)求导可得

V
·
(t)=sTs

· (22)

由于sTs
·
=-sTKrsat(s/ki)曑0,则有V

·
(t)曑

0,进而可证得系统具有李雅普诺夫稳定性。由式

(21)可以看出,当且仅当s=0时,V
·

=0,即t曻曓
时,e

·
曻0,e曻0,即有lim

t曻曓
q=qd,根据 LaSalle定理

可知系统是渐近稳定的。混联仿人机械臂滑模控

制系统框图见图4。

图4暋混联仿人机械臂滑模控制系统框图

4暋仿真研究

为了验证本文所设计控制方法的有效性,使
用控制器式(20)对该混联仿人机械臂进行轨迹跟

踪 控 制 仿 真 研 究。 控 制 器 参 数 为:KI =
diag(1000,1200,1200,1200),KD=diag(4,4,4,

4),ki=100,KP =diag(100,80,80,80),Kr =
diag(1灡5,1灡5,1灡5,1灡5)。系统仿真参数如表1
所示(表中,a1、d4、d5 含义见图3)。仿真环境为

MATLAB7灡0,仿 真 时 间 为10s,仿 真 结 果 如

图5、图6所示。
表1暋仿真实验参数表

机构参数 输入参数

结构参数(mm):

a1=75,d4=388,d5=298,

质量(kg):

mfa=0.74,mua=1.58,ms=5.47,

mL1=0.00927,mL2=0灡61,

mL3=0.11,mL4=0.23

期望轨迹(rad):

q1=毿sin(t+毿/18)

q2= 毿
6sin(t+毿/9)

q3= 毿
6sin(t+毿/6)

q4= 毿
2sin(t+2毿/9)

初始位形:q=(0,0,0,0)T

暋暋使用PD控制器对混联仿人机械臂进行轨迹

跟踪控制时,即使无外界扰动,系统也最终发散,

(a)关节空间期望轨迹与实际轨迹对比图

(b)关节空间跟踪误差

(c)工作空间期望轨迹与实际轨迹对比图

(d)关节驱动力矩

图5暋 无扰动时滑模控制仿真结果

无法稳定运行,由此可以说明串并混联机械臂控

制的复杂性及所提控制方案的优点。
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图6暋 有扰动时工作空间期望轨迹与实际轨迹对比

5暋结语

针对未来空间自主在轨服务的任务需求,在
分析人类手臂结构及运动机理的基础上,提出了

一种以2飊DOF球面并联机构串联转动低副布置

传动链的新型4飊DOF串并混联仿人机械臂,该机

械臂结构紧凑、位置分析简单、承载能力好,且不

存在移动副,更便于控制与维护。在动力学建模

方面,阐述了闭环与被动关节的处理方法,以及利

用虚功原理与 Klein算子的动力学推导过程,并
给出质心速度螺旋系数的计算公式。最后应用该

动力学解析解,设计了滑模控制器对其进行轨迹

跟踪控制,通过与 PD控制进行对比说明串并混

联机械臂控制的复杂性且突出了滑模控制器的优

越性。研究结果为同类型混联机构的设计、分析

以及应用研究提供了经验。下一步的研究工作将

分析该机械臂在不同重力环境下的动力学特性与

控制问题。
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偏偏微分方程与微分代数方程的一致求解方法
李志华暋喻暋军暋杨红光

杭州电子科技大学,杭州,310018

摘要:Modelica语言是一种复杂物理系统多领域统一建模语言,但目前该语言只能解决由微分代

数方程(DAE)描述的问题,而不能解决由偏微分方程(PDE)表达的问题。为此,提出一种偏微分方程

与微分代数方程的一致求解方法,利用所构建的径向基函数配点无网格法直接将偏微分方程在空间上

离散成一系列的微分代数方程,然后采用成熟的微分代数方程求解器进行求解。实例结果表明,该方法

在不改变 Modelica语法的前提下,能较好地实现偏微分方程与微分代数方程的一致求解,且求解精度

高、边界条件处理简单,有利于 Modelica直接求解复杂工程系统中多领域耦合、时间域与空间域耦合的

复杂问题。
关键词:多领域统一建模;Modelica;偏微分方程(PDE);微分代数方程(DAE)
中图分类号:TH122;TP391暋暋暋暋暋暋DOI:10.3969/j.issn.1004 132X.2015.04.003

ConsistentSolvingMethodofPDEandDAE
LiZhihua暋YuJun暋YangHongguang

HangzhouDianziUniversity,Hangzhou,310018
Abstract:Modelicaisamulti飊domainunifiedmodelinglanguageformodelingandsimulationoflargeand

complexphysicalsystems.However,itdealtonlywithDAEbutnotwithPDE.Aconsistentsolvingmethod
ofPDEandDAEwasproposed.ThePDEwastransferredintoaseriesofDAEswiththemeshlessmethodof
radialbasisfunctioncollocation,andwassolvedbythematureDAEsolverinMWorksplatformbasedonMo灢
delica.ResultsshowthatthisconsistentsolvingmethodrealizestheconsistentsolutionofPDEandDAEun灢
derthepremiseofnotchangingModelicagrammar,andhashighaccuracyandtheconvenienceofdealingwith
boundaryconditions,whichisconducivetosolvecomplexengineeringsystemswithmulti飊domaincoupling
andtimedomainandspacedomaincoupling.

Keywords:multi飊domainunifiedmodeling;Modelica;partialdifferentialequation(PDE);differ灢
ential飊algebraicequation(DAE)

0暋引言

现代复杂机电产品(如航空航天器、机器人、
汽车等)通常是集机、电、液、控、磁等多学科领域

于一体的复杂物理系统,经常表现出时间依赖(对
时间导数)与空间依赖(对坐标偏导)共存的行为

特征,而且可能呈现出多领域之间及时间域与空

间域之间的耦合特性[1]。
物理系统行为规律的描述通常有两种主要的
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基金项目:国家自然科学基金资助项目(51275141);浙江省自然

科学基金资助项目(Y1100901)

形式。系统在单纯时间域的物理行为往往由常微

分方程(ordinarydifferentialequation,ODE)描

述,如果涉及代数约束,则形成微分代数方程

(differential飊algebraicequation,DAE),DAE 是

描述时间域物理规律的普遍形式,如机械多体、电
子电路等系统规律的描述;若物理行为涉及空间

场,出现对空间变量的偏导,则往往由偏微分方程

(partialdifferentialequation,PDE)描 述,如 位

势、传热、波动等相关物理系统的规律描述[1]。
物理系统建模经历了从面向过程建模到面向

对象建模、连续域与离散域分散建模到连续 离散
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